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Losung 1 (Euler- und RPY-Winkel, Quaternionen)

1. ZX'Z"-Eulerwinkel

Darstellung als Verkettung von Rotationen:

—sin(a) 0 1 0 0 cos(y) —sin(y) 0
0 (8) (v) cos(y) O
1 0 sin(B) cos(B) 0 0 1
cos(a)cos(y) — sin(a)cos(B)sin(y) —cos(a)sin(y) — sin(a)cos(B)cos(y)  sin(a)sin(5)
= | cos(a)cos(f)sin(vy) + sin(a)cos(y)  cos(a)cos(B)cos(y) — sin(a)sin(y) —cos(a)sin(B)
sin(8)sin(y) sin(B)cos(y) cos(8)

Daraus ergeben sich:

a, = cos(f) = B = acos(a,)

n,  sin(y)

=tan(y) = v = atan(&)

0, cos(7) 0,
fo 2T @) = —tan(a) = a = atan(—%)
a, cos(a) a,

Achtung: An dieser Stelle wurde implizit angenommen, dass a, # 0 und o, # 0. Matrizen
fiir die dies nicht gilt, miissen gesondert betrachtet werden.
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2. RPY-Winkel

Darstellung als Verkettung von Rotationen:

R=R.(3) R,(8) Rulo

)
cos(y) —sin(y) 0 cos(f) 0 sin(f) 1
= | sin(y) cos(y) O 0 1 0 0 cos
0 0 1 —sin(B) 0 cos(f) 0
cos(B)cos(y) sin(a)sin(B)cos(y) — cos(a)sin(y)
= | cos(B)sin(y) sin(a)sin(B)sin(y) + cos(a)cos(y) cos
—sin(B) sin(a)cos(p) cos(a)cos()

n, = —sin(f)= 0 =asin(—n,)
Z_Z = ‘ZZEZ; =tan(o) = a = atan(z—:)
Z_z _ ‘ZZZ% =tan(y) = v = atan(z—z)

sin(7y) + cos(a)sin(B)cos(v)
sin(B)sin(vy) — sin(a)cos(v)

Achtung: An dieser Stelle wurde implizit angenommen, dass a, # 0 und n, # 0. Matrizen

fiir die dies nicht gilt, miissen gesondert betrachtet werden.

3. Bestimmung des Quaternions

Zur Bestimmung des Quaternions g miissen Rotationsachse und Rotationswinkel berechnet

werden.

Rotationsachse: Fiir die Rotationsachse * € R?® gilt Rz = z. Die Rotationsachse ist
folglich der Eigenvektor von R; zum Eigenwert A\; = 1. Aus (R — M)z = (R — )z =0

folgt:
—081’1 — 041’2 =0
0.48x1 4+ 0.64x5 — 0.4x3 = O
1
Dieses Gleichungssystem lésst sich l6sen zu @ = % —2
—2

Rotationswinkel (Variante 1): Die Berechnung des Rotationswinkels kann tiber die all-
gemeine Formulierung der Rotationsmatrix £ um einen Einheitsvektor v mit dem Winkel o

bestimmt werden:
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cos(a) +v? (1 —cos(a))  vive (1 — cos(a)) — vzsin(a) wvivs (1 — cos(a)) + vosin(a)
Rio = | vavy (1 — cos(a)) + vzsin(a)  cos(a) +v3 (1 — cos(a))  wavs (1 — cos(a)) — vy sin(a)
v3v1 (1 — cos(a)) — vasin(a) wv3vg (1 — cos(a)) + visin(a)  cos(a) + vi (1 — cos(a))

Hieraus folgt die Beziehung:

Spur(R) = 3cos(a) + (v +v3 + v3)(1 — cos(a)) = 1 + 2cos(a)

Fiir die Matrix R; aus der Aufgabe gilt:

Spur(Ry) = 0.6 4 0.6 +0.36 = 1.56 = 1 4 2cos(a) = a = 73.74°

Rotationswinkel (Variante 2): Wir bestimmen einen Vektor v, sodass gilt v -« = 0, v
ist also orthogonal zur Rotationsachse x:

1.28
v=|11], V=R -v=1 06
—1 0.04

Der Rotationswinkel o entspricht dem Winkel zwischen den beiden Vektoren v und v’:

cos(a) = m = ?/516 0.28 = a = acos(0.28) = 1.287 rad = 73.74°

Losung: Das Quaternion g lasst sich aus Rotationsachse und -winkel aufstellen:

«

q= (cos(g), T - szn(%)) = (0.8,0.2,—0.4,—-0.4)
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Losung 2 (Homogene Matrizen)

1. T beschreibt eine Rotation um 90° um die y-Achse, sowie eine Translation um den
Vektor (5,0,0)7.

2. Das Ergebnis lautet v’ = (8,2, —1)7. Rechenweg:

0 015 1 8
0 100 9 9
Fo=1 9900 3 |7 =1
0 00 1 1 1

3. Die inverse Transformationsmatrix wird folgendermafsen berechnet:

ng n, n, —nlv 00 —1 0

71— Oy 0y O, —oTv 101 0 O
o a; a, a, —a'v | [ 1 0 0 =5

0O 0 O 1 00 O 1
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Losung 3 (Verkettung von Koordinatentransformationen)

Die lokalen Transformationsmatrizen lauten

0 -1 0 0
initrn 10 00
h = 0 0 10
0O 0 01
1 0 0 4
v 10100
T = 0010
0 0 01
1 1
7z 02
1L 1 09 3
Ty = V2 V2
0 0O 1 0
0 0 0 1
Die Pose P3; im BKS berechnet sich folgendermafsen:
Py = Tu™ T ' Ty Ty
0O -1 0 5
10 03 |4,
- 000 10| T
0O 0 01
0 -1 0 5
10 07|,
n 0 0 10 T
0O 0 01
1 1
g o2
|l v 09
0 0 1 0
0 0 01
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Losung 4 (Distanz von Posen)

Translationsdifferenz At:

7 1 6
At = |[tgoa —trcpll = I| 6 | = 2 |I=1I{ 4 |
5) 3 2

= V6242422 =56=2V14=

Rotationsdifferenz Aa:

Rropcoa = RitpRcoa = RycpRaoa

0 -1 0\"/00 —1 0 10 00 —1 0

= 1 0 0 01 0 =| -1 00 01 0 =10

0 0 1 1 0 O 0 0 1 1 0 O 1

Aus Aufgabe 1 bekannt:
Spur(R) =1+ 2cos(«)
Fir Rrep,coa gilt daher:
Spur(Rrepcoa) = 0 = 1+ 2cos(Aa) = Aa = 120°

Losung 5 (Quaternionen)

1. v=0+5+1j+7k

2
1

¢ 8 — ¢ | 1
2. q = (cos§,asing) = cos§ + k- sin§ = stk-5
qa

V2
3.

s +Lk_l> (L)
AR s B v
7 7
i — 2k +3j — 3jk + —k — —k* —
2 2
= —i+ 55+ Tk

Ergebnis: p’ = (—1,5,7)"

O O =
o = O
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4. Zunachst wird der Winkel zwischen g, und g, bestimmt:

cos&qu-q2:0:>9:g

Die SLERP-Interpolation ergibt sich dann zu:

sin((1 —t)%) sin(t%
Slerp(qy, go,t) = % q+ ( 5) .

= sin ((1 —1)= > q, + sin (t7>

q>

Fir ¢t = % ergibt sich:

) = sins . q1+sm— qs =

Slerp(qh q2, = 4 4

2
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Losung 6 (Quaternionen)

Assoziativitdt und die Existenz des neutralen Elements folgen aus H. Auferdem gilt trivia-
lerweise S* C H.

Es bleibt zu zeigen, dass S® abgeschlossen beziiglich der Multiplikation ist und fiir jedes
Element ein inverses Einheitsquaternion existiert.
L. q1,0€S8=>¢q - €S

2. qeSP=qltes?

Beweis:

I

L. HQI'QZH2 = (QIQQ)'(Q1Q2>* = lh(‘hq;)‘ff = Q1HCI2HQ(11 = Q1QT'HQ2 = HQ1H2'HQQH2 =1

2. g2 = %512 = ]2 = 1




